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INTRODUCTION 
Cet article est la suite de l’article [lo] qui construisait de facon naturelle 
des diffusions et des opkateurs elliptiques invariants par le groupe de jauge 
sur un espace de connexions. Nous appliquons ici les mlthodes de [lo] pour 
obtenir une approche rigoureuse a la quantification du champ de Yang-Mills 
avec cut-off en volume et regularisation en Cnergie. Notre approche utilise 
trois id&es essentielles: 
(1) d’abord la possibilite de s&parer le lagrangien de Yang-Mills en 
partie d’lnergie cinitique et Cnergie potentielle; cette possibilite a CtC 
demontree par Segal [ 191 et par Mitter [ 181; 
(2) ensuite les constructions de [5], essentiellement construction de 
diffusions en dimension infinie par l’intigrale stochastique radonifiante; 
(3) enfin, le fait que l’espace des connexions admet une connexion L2 
naturelle (voir [lo] et [ 181) ce qui permet d’icrire une diffusion horizontale 
* Les r&ultats de ce travail ont fait I’objet d’une confkrence aux Rencontres 
Mathimaticiens-Physiciens B Strasbourg (Juin 1980) et de conf&ences aux seminaires de I. 
M. Gelfand (Moscou) et L. Faddeev et A. Vershik (Ltmingrad) en Octobre 1980 et a btt 
commencte dans [ 121. 
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au sens de Malliavin [16, 171 se projetant naturellement dans l’espace des 
orbites. Le systime classique associt est alors un systeme horizontal au sens 
de [ 6, 71. Le paragraphe 1 rappelle quelques notations et faits elementaires 
sur la giometrie des espaces de connexions Ck,“. Nous ne travaillons pas ici 
sur les espaces de Sobolev de connexions, dune part pour des raisons 
techniques expliquees dans [lo], d’autre part parce que l’utilisation des 
espaces de Sobolev de connexions demande plus de differentiabilite que 
necessaire (en moyenne quadratique) si on veut l’utiliser de facon efficace. 
Le paragraphe 2 rappelle la theorie de lagrangiens degeneres de Dirac [ 2 ] et 
i’utilisation qu’en a fait Mitter [ 181 ( voir aussi Segal 1201). Le paragraphe 3 
rappelle l’utilisation de l’integrale fonctionnelle formelle de Feynmann en 
mecanique quantique a un nombre fini de degres de liberte et sa modification 
par Kac en terme d’integrale de Wiener rigoureusement definie par complex-- 
ification du temps. Le paragraphe 4 donne le schema general de construction 
dune diffusion par projection d’une diffusion horizontale que nous 
utiliserons au paragraphe 5 pour obtenir la construction de la diffusion 
associee a la quantification du champ de Yang-Mills. Enfin le paragraphe 6 
montre les diflicultts dans l’approche que nous envisageons d’autres 
applications de notre methode. 
Nous remercions J. Lascoux, J. Magnen, R. Seneor de leurs commentaires 
sur ce travail et de nous avoir signali la reference a Mitter [ 181. Par ailleurs. 
en tours de redaction de ce travail, nous avons pris connaissance de la 
reference [ 211; dans cette reference, Asorey et Mitter proposent une autre 
regularisation de Yang et Mills, essentiellement identique a la notre. Mais ils 
travaillent sur des varittis hilbertiennes de Sobolev, ce qui utilise plus de 
regularite que nous, l’avantage &ant de travailler en situation hilbertienne. Le 
premier auteur remercie M. Kac pour les longues conservations qui ont 
influence ce travail. 
1. RAPPEL SUR LA GBOMBTRIE INFINIT~SIMALE 
DE L'ESPACE DES CONNEXIONS 
1. Soit V, une variete riemannienne compacte de dimension n, 
ds2 = ~g,dx’dxj sa metrique. En physique n sera 2 ou 3, ce V, sera par 
exemple un tore plat (ce sera done une theorie avec cut off en volume et 
conditions aux bords plriodiques). 
2. Soit G un groupe de Lie compact, 5? son algebre de Lie, B un 
produit scalaire invariant sur y’ par action adjointe de G, G est muni de la 
mitrique biinvariante resultant de B par transport. 
3. Les notations sur les espaces de connexions sont les memes que 
dans [lo], Ci,a designe l’espace des p-formes sur V,, a coefficients dans .y-. 
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de classe Ck@ (k > 1 et 0 < (r < 1). On a un produit scalaire L* nature1 
induit par le produit scalaire de g et le produit scalaire riemannien de I’, 
4. On notera P+‘@ le groupe de Lie des applications de classe 
c kflVa de I’, a valeurs G. Si rr est dans Ctqa et g dans p+lqa, l’action de 
jauge est 
g* 71= g-‘dg+g-‘7rg. (1.2) 
5. On notera d,a = da + [rr, a] la dirivte covariante associee a rr 
agissant sur C$” (p = 0, 1. 2) et 6, son adjoint formel pour les produits 
scalaires L2. On note q Vo’ le laplacien 6,d, sur les fonctions i valeurs Z et 
0;’ = d,6, + 6,d, le Lplacien de de Rham Hodge sur les 1 formes a 
valeurs .V (voir [lo] pour les relations entre 0:) et l’action de Jauge). 
6. U:,= designera l’ouvert de C:*a forme des connexions K telles que 
le noyau de •~“’ soit nul. De telles connexions seront dites rigulieres. 
Lorsque x est dans Ut*“, l’espace tangent T,U:@ (isomorphe a CiYn car on 
est dans un espace vectoriel!) se decompose orthogonalement pour le produit 
scalaire L2 selon 
oti Tn est l’espace tangent i l’orbite de n par action de p”*a, XZ est 
l’orthogonal L2 de Tn. 
Cette decomposition n’est autre que la decomposition de Hodge naturelle 
de 0”’ car II 
K = Im 4 lco 
Rx = Ker 6, I,-, 
(1.3) 
(voir lemma 8 de [lo]). En fait si V est dans T,C:oa et si 2 satisfait 
Clip’ Z = 6, V, il a ItC montri au lemma 8 de [lo] que d,Z est la projection 
verticale de V sur Tn (d,Z est bien de class CkT” a cause des estimies ellip- 
tiques de Schauder de •~“’ qui est a coefftcients Co@, voir Courant et Hilbert 
[l] et Friedman [4]). 
7. Entin MkVa = UkTa/pi L*n denotera le quotient de Uk*= par 
action de jauge. 11 est montre dans [ 181 que Ak”* est une varieti de Banach. 
Le fibre vk+’ -P.A’~*” est muni d’une connexion naturelle definie par la 
distribution des co-plans horizontaux Z”, (voir [lo] lemme 7). 
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2. LA THBOFUE DES LAGRANGIENS D~G~NBRBS 
ET SON APPLICATION AU CHAMP DE YANG-MILLS 
1. Rappelons d’abord brievement le cadre usuel du champ de 
Yang-Mills en version classique et euclidienne. 
On se donne une variete d’espace temps M, = iR x V, avec la metrique 
d,ui+ ds* oti x0 E IF?, si o est une connexion sur M, a valeurs F, on definit 
sa courbure SI = d,o et le lagrangien de Yang-Mills n’est autre que 
(2.1) L(w) = f Tr(Q’ a*) dc, 
-Ma 
ou dv, est valume de M,. Ce Lagrangien est digtnkri ce qui signifie que 
I’application de Legendre n’est pas bien detinie; en particulier il n’est pas a 
priori clair de definir un formalisme hamiltonien. Cela est dfi a ce que ce 
lagrangien est invariant par un groupe de dimension infinie (voir (91 pour 
une situation analogue reliie a la “dynamique des cordes”). 
2. Dans le livre (2 J, Dirac a etabli une theorie get&ale du 
lagrangien degenere. Cette thiorie vient d’dtre recemment appliquee par 
Mitter dans [ 181 dans la situation du champ de Yang-Mills. 
Nous admettrons les resultats suivants: supposons que nous partions d’un 
lagrangien L(q, 41, 4 = (4, ,..., qN). 
Posons pn = aL/&j, et supposons que on ait M relations 
%?l(P~ s> = 0 m = l,..., M. 
Ces relations sont appelees contraintes primaires par Dirac. Alors on montre 
que C ~“4, -L peut s’exprimer comme fonction de p, q, ce qui est done un 
N(p. q) jouant le role d’un hamiltonien. Mais toute combination 
H* = H -t JJz= r c,1p,,, (c, = c,(p, q)) convient parfaitement a cause des 
contraintes primaires. L’hamiltonien n’est done plus uniquement defini. 
L’equation du mouvement est pour une grandeur g, S = [g, H* J. On a done, 
puisque 4, E 0, une condition de consistance 
Si ces conditions sont identiquement satisfaites (compte tenu des contraintes 
primaires), on a termine, sinon elles donnent ou bien des conditions indepen- 
dantes des c, 
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appelees contraintes secondaires, ou bien des conditions sur les c,. Les 
contraintes secondaires seront des consequences des equations du 
mouvement. Les contraintes secondaires devront de meme satisfaire 
ce qui introduit eventuellement une autre catlgorie de contraintes secon- 
daires. Par ailleurs, nous avons obtenu aussi des conditions sur les c,. Soit 
cz) une solution particuliere. La solution glnerale sera du type 
c, = Q+ c;= 1 u/ v,,, 3 oti pour tout I, V,, est solution de 
et les v, sont des fonctions arbitraires de t. Ainsi dans les equations du 
mouvement, il reste des fonctions arbitraires de t, ces fonctions signifient que 
notre formalisme contient des arbitraires, par exemple l’invariance de jauge. 
Telle est de facon gross&e, la thiorie de Dirac, le resultat est que l’on 
peut changer I’Hamiltonien H de depart en un hamiltonien 
ce qui ne moditie pas le systeme physique envisage. 
3. Voyons comment s’applique cette theorie au cas du champ de 
Yang-Mills en suivant Mitter. Si o est une connexion, notons 
co = w. dx” + i n,dxk ((xl, x2, x3) E V3). 
k=l 
Notons t = (r,,, a,, 02, a3) le moment conjugd. On montre que la seule 
contrainte premiere est 
et que la contrainte secondaire est 
6,a=O 
et ii n’y a pas d’autres contraintes, (ici 6,a est la derivde covariante de la 
partie purement spatiale de a consider& comme connexion sur V,). 
4. Finalement l’analyse de Dirac et Mitter conduit au risultat 
suivant: notons par (K, Is) E Gqa X C:*= un Clement de fibre tangent T@. 
Notons Z(Uk7”) le sous-fibre horizontal que detinit la distribution des co 
plans horizontaux &“,. Nous avons vu que c’est le sous-ensemble des (rc, ti) 
avec 8,ti = 0 (d’apres (1.3.)). 
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SW R(I!I~*~) definissons le lagrangien 
L(n,ti)=+ I’ (li\i)du,(x)+fj (d,?Tld,n)duv,(x) (2.2) 
. “3 “1 
(ou d,n est done la courbure de 7~ et du,(x) le volume de V,). Ce lagrangien 
est une fonction invariante de jauge sur Z(qTa) qui detkit done sur 
l’espace des phases TJk*” une fonction lagrangienne encore notee L et 
difmie par (2.2.). 
La theorie de Dirac nous dit que le systeme dynamique difini par le 
lagrangien (2.2.) sur lXk~” (nouvel espace des phases) est equivalent au 
systeme dynamique de Yang-Mills dtfini par le lagrangien (2.1.) sur I’espace 
des phases TV.a. 
L’avantage de (2.2.) est que l’on a maintenant decompose le lagrangien L, 
de facon invariante de jauge, en une pat-tie energie cinetique et une partie 
energie potentielle. On a alors un systeme dynamique a valeurs .Nk,” (i.e., 
l’espace des orbites par action de jauge des connexions SW la variete I/, 
spatiale). 
En electrodynamique cela revient a imposer la condition de jauge que le 
potentiel scalaire est nul. 
5. De facon equivalente (et c’est ce point de vue que nous adop- 
terons par la suite), nous pourrons considkrer duns U!*“, le systdme 
dq’namique horizontal t -+ n(t) avec la contrainte que k(t) reste horizontal 
pour Za connexion dbfinie par les 2, (i.e., (n(t), ti(t)) reste dans Z&r;@)). 
Remarque. De tels systemes ont ete consider& dans [6] et (71 ou ils 
interviennent naturellement comme systlme de bicaracteristiques dun 
opirateur sous-elliptique, le role de Z* &ant alors tenu par le sous-tibre 
engendri par les champs de vecteurs dont la somme des carres donne 
l’operateur sous-elliptique envisage. 
3. L'INT~GRALE FONCTIONNELLE EN MBCANIQUE QUANTIQUE USUELLE 
1. Considerons un systeme a un nombre tini n de degris de liberte 
(4 , ,..., q,), de lagrangien 
L(q, 4) = j i 4; + V(q, ,..., qJ. 
i=l 
La mecanique quantique de ce systeme peut-2tre Ctudiee selon le point de vue 
de Feynman, en disant que le propagateur, i.e., l’amplitude de probabilite 
pour aller de q(0) a q(t) pendant le temps r est 
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+ V(q,(t) - . . qn(t))) dt x g(chemin) (3.1) 
oi g(chemin) denote une “mesure uniforme formelle” sur l’espace des 
chemins (voir Feynman-Hibbs [3]). 
2. Comme il est assez dtlicat d’etablir une thlorie de l’integrale de 
Feynman, qui n’existe pas au sens mathematique du terme (sauf dans des 
situations particulieres), Kac [ 13 J a propose de remplacer cette “integrale” 
(3.1) par une intlgrale de Wiener bien definie en remplacant i par -1 et en 
regroupant les termes exp -1/2/i (C l: 4:(t) dt) g(chemin) par la mesure de 
Wiener rigoureusement definie. On obtient ainsi I’expression du propagateur 
de l’lquation de la chaleur 
(3.2) 
oti A est le laplacien usuel de IF?” sous la forme 
oi E est l’esperance associee i la mesure de Wiener et x,(t) est le 
mouvement brownien usuel de R” avec les conditionnements ecrits x(O) = qo, 
x(t) = ql. Le terme de potentiel apparait alors comme une fonctionnelle de 
Kac et elle peut &re utile du point de vue des estimees pour les temps petits 
(approximation semi-classique) ou grands (estimation des bornes inferieures 
des spectres) entre autres. Nous prolongerons dans la situation du champ de 
Yang-Mills cette approche classique. 
4. CONSTRUCTIONS DE DIFFUSIONS RIEMANNIENNES 
PAR RELI~EMENT HORIZONTAL 
Nous decrivons ici les idees de [ 161 et [ 171 en dimension tinie dont nous 
nous inspirerons dans notre realisation de dimension infinie pour contruire la 
quantification du champ de Yang-Mills. 
Soit p: O(W) -+ W le fibre principal des rep&es orthonormes O(W) d’une 
varieti riemannienne W,. Nous munissons ce tibre de la connexion rieman- 
nienne. Cette connexion est done la don&e en chaque point r E O(W) du 
sous-espace horizontal e E T,.(O(FV)) d&i de la facon suivante: si 
r E O(w) est un rep&e forme de n vecteurs (e, ,..., e,) tangents en p(r) E W, 
soient (y, ,..., y,) n courbes issues a t = 0 de p(r) avec y,(O) = ei. 
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Le long de yi, transportons le rep&e r parallelement a lui-meme; nous 
decrivons ainsi une courbe ri(t) de O(W) avec r,(O) = r. Alors les ii(O) 
engendrent le sous-espace horzontal e. De plus ii(O) = A,(r) est un systeme 
de champs de vecteurs a partir desquels on peut fabriquer l’oprateur semi- 
elliptique 
(n = dim W). 
La diffusion r,(t) de genlrateur infinitesimal iA, se projette alors par y 
selon la diffusion riemannienne usuelle de W (voir i 16. 17 1). Cette 
construction se gtneralise a toute fibration riemannienne. 
5. CONSTRUCTION DE LA DIFFUSION DE YANG-MILLS 
RBGULARISBE DANS.H'.~ 
Nous sommes maintenant en mesure de realiser le programme annonci. 
1. Nous partons du lagrangien (2.2) et nous considerons la 2eme 
integrale de (2.2) comme Cnergie potentielle. 11 nous faut done seulement. 
d’apres Kac, donner un sens a la “mesure” 
(516) du,(x) dt 
“3 
x g(chemin t -+ n(t) a valeurs ,Hk*“). (5.1) 
Pour cela nous remarquons que IV3 ($1 ti) du,(x) est une metrique rieman- 
nienne “plate” (au sens oti elle ne depend pas de ?I). Son “laplacien” formel 
est done 
A@= (5.2 j 
ou @: ~XkT” -+ C est une fonctionnelle C2. Bien stir, le probleme est que, 
meme si A@ existe, sa diffusion associee n’existe pas, tout au moins dans 
,Hkqa, parce que le symbole principal de A n’est pas un opirateur nucliaire. 
2. Nous allons done “regulariser” ce laplacien en introduisant un 
symbole principal convenable qui soit nucliaire et tvidemment qui soit 
invariant de jauge. De plus, nous voulons, par analogie avec le cas de 
dimension tinie, travailler plutot dans U:,” avec le sous-tibre horizontal (de 
facon invariante de jauge bien stir) et projeter ensuite toute la construction 
dans Rk.” par le passage au quotient modulo l’action de jauge pt Iqn. 
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La construction effectuee dans [lo] rlpond presque entierement a tomes 
ces conditions, sauf qu’on ne travaillait pas avec le sous-fibre horizontal. 
Nous allons done modifier la construction de [ 10) en consequence. 
3. Notons Li l’espace des connexions sur V, i coefficients F de 
carre integrable et b,(w) le mouvement brownien cylindrique de Lf . Pour 
tout rr E U:@, notons H, le projecteur horizontal (i.e., le projecteur 
orthogonal de T, q+ +RE). Soit r un parametre >0 (parametre de cut-off). 
Introduisons le champ d’oplrateurs sur U:,a 
defini par 
u, = H, 0 (exp(-r0~‘)) o H,. (5.3) 
LEMME. Le champ u, se dkcompose en 
ozi u(~‘* L: --) L f est champ de Hilbert Schmidt localement born6 et lipchitzien 
en ioirne de Hilbert-Schmidt et up’: L: + Cf , est born& de norme 
localement born&e, localement lipchitzien en norme uniforme. 
Dkmonstration. 11 suffit de prendre 
ui” = exp(-Cl”‘) o H, 
uk*’ = H, o exp(-(r - a) 0~‘) 
06 0 < u < r et d’utiliser le theoreme 2 analogue demontre dans [lo], section 
3. Bien stir rr+ H, est champ localement lipchitzien car il s’exprime par la 
fonction de Green de 0:’ et on est en situation d’utiliser les estimees de 
Schauder. 
4. Lorsque l’on a obtenu le lemme, on peut alors appliquer la 
thborie developpee dans [lo] exactement comme on I’a fait dans [IO, 
theoreme 3, sect. 3.41). gvidemment le champ d’operateurs u, est invariant 
de jauge au sens du lemme 2 de la section 3.1. de [lo] parce que exp(-rClF’) 
Pest (voir ce lemme 2), oti exp(-rUF’) est note P,,,(x,y)) et parce que 
Adg 0 H, = Hg.n o Adg 
pour g E F+l*a, par le lemme 7 de la section 1.4 de ] lo]. Le risultat 
moditit du theoreme 3 de [lo] est done 
TH~ORBME. Dans Uf*“, Pkquation d@Erentielle stochastique 
d+‘) = u,y o db, IL?’ = n, P-5) 
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a une unique solution d&tie pour 0 < t < [(x0) oti <(no) est un temps d’arr63 
et elle est invariante de jauge au sens 
(5.6) 
Sa projection duns .Jkqa induit une mesure sur respace des .chemins a 
valeurs Mk*a qui est une regularisee de la “mesure formelle” 
exp(-$ J‘k ds .fyJ (g(s)1 i(s)) dv,). g (chemin). 
Son gt!ne!rateur infinitesimal est l’operateur elliptique du 2dme ordre de 
symbole principal u’, , i.e., 
AT @ = 4 Tr(@;(u,, u,)) (5.7) 
ou @I’ denote la forme bilineaire derivee fonctionnelle seconde de Cp. 
5. 11 est alors facile de construire un semi-groupe de la chaleur 
comme dans 1131, regularise de la theorie “euclidienne” de Yang-Mills. Ce 
sera 
WW) = E (exp (-i f [ 
0 ” Y3 
(4 n Id, 4(s) dv,(x) ds) 
x @($))I l(l<p’, . 1 
(5.8 
En effet, il suffit de considbrer la seconde integrale de (2.2) comme energi e 
potentielle et d’utiliser la fonctionnelle de Kac associee. Une verification de 
routine donne les rbultats de semi-groupe. C’est un semi-groupe contractant 
et en general P, 1 < 1. 
6. REMARQUES SUR CERTAINES DIFFICULTI~ DE LA 
QUANTIFICATION PRI~~DENTE 
1. La premiere diffkulte est que l’on est oblige de travailler qur 
U:** au lieu de tout C:@; cela est dG i la ntcessiti d’introduire H, qui n’est 
bien dlfini que pour les rr tels que Ker 0, (‘) = 0. Dans [IO], oti l’on considtre 
une diffusion plus g&kale, on pouvait travailler dans Ct.” Nous ne savons 
pas quelle est la taille de CU~,~. 
2. La seconde diffkulte est que nous ne savons pas demontrer que 
* - + co. Done en particulier on ne sait pas si @f 1 = 1 oti @ est le semi- 
&Ape associe a z,. Comme U:@ est ouvert, 4 est positif. 
3. La diffkulte majeure, a notre avis, est l’utilisation d’operateurs de 
la forme (5.7). Pour de tels operateurs, en effet, les mesures-lois de 7riR0) 
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seront pour deux temps differems, mutuellement singulihes en dimension 
intinie. Cela est une difftculte extremement importante pour divelopper toute 
thtorie de noyaux, d’estimees spectrales asymptotiques, etc. En fait, la 
theorie des equations aux derivees partielles elliptiques en dimension infinie 
est en general, extremement delicate (voir par exemple [ 141 pour une 
approche d’operateurs pseudodifferentiels). 
4. Les mCmes idles developpees dans des contextes differents 
permettent d’obtenir une regularike du champ chiral et des a-modtles (voir 
[ 111) ainsi que des constructions de representations non locales des groupes 
de dimension infinie; de m&me, on peut construire sur l’espace des lacets une 
diffusion, invariante par changement de paramltrisation du lacet (voir [9]) et 
Cgalement des diffusions a coefftcients “constants” (voir [8]). 
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